
ФазовыеФазовые переходыпереходы ии критическиекритические свойствасвойства
спиновыхспиновых системсистем сс фрустрациямифрустрациями

АА..КК. . МуртазаевМуртазаев
ИнститутИнститут физикифизики ДНЦДНЦ РАНРАН, , МахачкалаМахачкала

e-mail: akai2005@mail.ru..

Дагестанский научный центр Российской академии наук Институт физики
Лаборатория вычислительной физики и

физики фазовых переходов
367003, Российская Федерация, Махачкала, Ярагского, 94, 

Институт физики ДагНЦ РАН
тел: (8722) 62-66-75, (8722) 62-89-00   факс: (8722) 62-89-00   e-mail: akai2005@mail.ru



Содержание:

1. Фрустрированные системы.
2. Спиновые системы с фрустрациями (особенности).
3. Спиновый лед.
4. Дипольный спиновый лед.
5. Универсальность.
6. Универсальность и фрустрации (современное состояние).
7. Фазовые переходы в широком смысле: случайные системы,

«малые миры», безмасштабные системы. 
8. АФ модель Изинга с взаимодействиями со вторыми соседями.
9. Слоистая модель Изинга на кубической решетке с

внутрислойными взаимодействиями со вторыми соседями. 
10. Модель Изинга на ОЦК решетке с взаимодействиями

со вторыми соседями. 
11. Какого рода фазовые переходы?
12. Выводы.



Фрустрации!
Фрустрации в физике это явление невозможности одновременной минимизации
всех слагаемых гамильтониана в присутствии конкурирующих взаимодействий. 

В магнетизм термин «фрустрация» введен Жераром Тулузом в 1977.

Обычно приводят пример антиферромагнитной модели Изинга на треугольной
решетке с учетом взаимодействия только ближайших соседей. 

В ней невозможно расположить направления спинов так, 
чтобы каждая пара соседей была бы антипараллельна.



Геометрия решетки!

КакКак влияютвлияют фрустрациифрустрации нана фазовыефазовые переходыпереходы
ии критическоекритическое поведениеповедение????

ФРУСТРАЦИИ

Фрустрации в системе из трех спинов.



Фрустрированные системы.

1.Stacked triangular antiferromagnetic lattices (STA)
2.Body-centered-tetragonal (bct) Helimagnets
3.The simple cubic J1–J2 lattice
4.Villain lattice and fully frustrated simple cubic lattice
5.Face-centered cubic lattice (fcc)
6.Hexagonal–close–packed lattice (hcp)
7.Stacked Triangular Antiferromagnetic lattices with Rigidity 
(STAR)
8.Dihedral lattices VN,2

9.Right–handed trihedral lattices V3,3
10. Спиновый лед
11. Дипольный спиновый лед
12. Множество вершинных моделей
13. И т.д.



ОЦК решетка с взаимод. со 2 соседями



32 вершинная модель

Кагоме решетка

Связанная вершинная модель

Центрированная квад решетка с
взаимод со вторыми соседями

Сотовая и
дуальная
решетка



Почему фрустрации мы не видим ???

ЭтиЭти ужасныеужасные фазовыефазовые диаграммыдиаграммы!!!!



В фрустрированных системах много разных эффектов и состояний!!!

1. Фаза Берри
2. Фаза Гриффитса
3. Фаза Гриффитса-Маккоя
4. Несоизмеримая фаза
5. Deconfined phases
6. Спин жидкостная фаза
7. Спиновый лед
8. Дипольный спиновый лед
9. Кагоме лед
10.Киральный магнитный монополь
11.Линия беспорядка
12.Скрытый порядок Найжа-Роммельса
13.N-линия (Нишимори)
14.Эффект “order by disorder”
15.“Sponge-like object”
16. Допирование, давление, поля и др. факторы дают множество эффектов…



Какие модели используются для описания фруст. систем?

1. Модель Изинга
2. XY-модель
3. Модель Гейзенберга
4. Модель Поттса
5. Модель Ашкина-Теллера
6. Модель Шерингтона-Киркпатрик
7. ± J модель
8. Сигма модель
9. Нелинейная сигма модель
10.Поперечная модель Изинга
11.Поперечно-продольная модель Изинга
12.J1-J2 модель
13.Модель Можумдара-Гоша (для спиновых жидкостей)
14.Модель Штифеля
15.Модель зигзаг (zig-zag)
16.Модель Андерсона
17.Модель Ваньера
18.Модель Паулинга
19.Множество вершинных моделей
20.И еще большее количество комбинированных моделей…



СпиновыйСпиновый ледлед.   .   ДипольныйДипольный спиновыйспиновый ледлед..

Термин «спиновый лед» введен в работе: M. J. Harris,… Phys. Rev. Lett, 79, 2554 (1997).

1. Изинговская АФ модель Андерсона
2. Модель треугольного АФ Ваньера
3. Модель льда Паулинга

1. HO2Ti2O7 (Jnn = - 0.52 K)
2. Dy2Ti2O7 (Jnn = -1.24 K, Dnn = 2.35 K)
3. Yb2Ti2U7
4. Ho2GaSbO7

Jnn≈ Dnn

R. G. Melko, M. Enjalran, B. C. den Hertog,  J. P. Gingras, cond - mat/0308282 (2003).

Tc=0.07Dnn.



• Фрустрации существуют только при определенном соотношении и
знаке взаимодействий: J1 = J2 ≥ J3 (в частности, при J1 = J2 = J3 ).

J3

J3

J1

J1

J2

J2

Houtappel R.M.F. Physica 16, 425 (1950).

Антиферромагнитная двумерная модель Изинга
(треугольная решетка, расчеты )



Антиферромагнитная двумерная модель Изинга
(треугольная решетка, расчеты )

Антиферромагнитная двумерная модель Изинга
(треугольная решетка, расчеты )



Двумерная модель Изинга (треугольная решетка, расчеты )

заменим два из обменных параметров на положительные:
фрустрация или фазовый переход?



Интересная физическая особенность наличия фрустраций:
вблизи точки фрустрации теплоемкость расщепляется!!!



Двумерная модель Изинга (квадратная решетка)

Фрустрации существуют только при
определенных соотношениях взаимодействий:
J1 + J2 = 2 J3 + 2 J4 (при J1 = J2 <0, J3 <0, J4 <0)
илиили JJ11 + + JJ22 = = --22JJ33 -- 22JJ44
((припри JJ11 >>0,0, JJ22 >>0,0, JJ33 <<0, 0, JJ44 <<00).).
При отклонениях от этих соотношений
фрустрации исчезают и возникает фазовый
переход. 



• Первое. Фрустраций в одномерных решетках не
бывает. 

• Второе. Для существования фрустраций необходимо
иметь в решетке треугольный элемент, как в
треугольной, кагоме или ГЦК решетке.

• Третье. Фрустрации могут существовать только при
наличии конкурирующих взаимодействий.

• Четвертое. Фрустрации существуют только в
антиферромагнетиках.

Заблуждения !!

УсловияУсловия существованиясуществования
1. Что необходимо для существования фрустраций?
2. В каких решетках возможны фрустрации?
3. Существуют ли качественные и количественные критерии?



• Фрустрации и фазовые переходы – это взаимоисключающие
явления. 

• Фрустрации могут существовать в решетках любой
размерности. 

• Фрустрации могут существовать или отсутствовать в одной и
той же решетке, но для разных моделей.

• Фрустрации могут существовать не только при наличии
конкурирующих взаимодействий, но и при наличии одного
взаимодействия.

• Существование фрустраций – это свойство модели. Они
возникают только при специфических численных соотношениях
параметров взаимодействия. 

• Внешнее магнитное поле и давление могут как порождать, так и
подавлять фрустрации, и эти явления зависят не только от
соотношений между параметрами взаимодействия и величины
поля, но и от направления поля.

• При переходе через точку фрустраций всегда происходит
кардинальное изменение структуры.

Выводы (о фрустрациях)

Почему экспериментаторы часто не видят фрустраций??!



…;                     ;
1.    Решетка STA имеет симметрию при

или
при

2.                                  
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3.                   ;
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НарушениеНарушение симметриисимметрии длядля фрустрированныхфрустрированных системсистем



- ортогональная трансформ группа в - мерном Евклидовом пространстве

- специальная ортогональная группа, 

- изинговская группа зеркального отражения.            
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D. Loison, 2005, 

(Обзор), р. 4.

Симметрия фрустрированных систем
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Что такое критический индекс???

С
α−−

∝
C
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T

TT
C

Т
ТС

Критический индекс!!!

Еще индексы!!!

β, γ, ν, δ, η и др.

???     

αττ −~)(С



Что такое критический индекс???

ТТС

β
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M C

−
∝

Критический индекс!!!

Еще индексы!!!

γ, ν, δ, η и др.

???     

М

Критические индексы
связаны соотношениями:
1. α+2β+γ ≥2;
2. dν ≥ 2 - α ;
3. …………..  .



Универсальность (классическая)!

Критич.
параметр

Класс универсальности, d=3.
Изинг (n=1) ХУ (n=2) Гейз. (n=3)

1/Тс 0.2216595 0.4542 0.6930           

ν 0.6305 0.671 0.706

α 0.108 -0.012 -0.117

β 0.3265 0.3485 0.366

γ 1.239 1.315 1.386

η 0.037 0.040 0.038

δ 4.795 4.773 4.8187

Класс универсальности критического поведения зависит:
1. От размерности пространства d;
2. От числи компонент параметра порядка n;
3. От радиуса характерного взаимодействия;
4. От симметрии системы;
5. От еще чего-нибудь ???

1. Дипольный;
2. Полимерный.

Скейлинг!

1. Дипольный;
2. Полимерный.

1. L-класс;
2. U-класс;
3. UL-класс;
4. UTL-класс.



Универсальность (в системах с фрустрациями)!

Критич.
параметр

Класс универсальности, d=3 (с
фрустрациями)

Гейз. (n=3) ХУ (n=2), STA Гейз. (n=3), STA
1/Тс 0.6930

ν 0.706 0.54(2) 0.59(2)

α -0.117 0.34(6) 0.24(8)

β 0.366 0.253(10) 0.30(2)

γ 1.386 1.13(5) 1.17(7)

νk 0.55(2) 0.60(3)

βk 0.45(2) 0.55(4)

γk 4.77(5) 0.72(8)

Класс универсальности фрустрированных систем зависит:
1. От размерности пространства d;
2. От числи компонент параметра порядка n;
3. От радиуса характерного взаимодействия;
4. От симметрии системы;
5. От еще чего-нибудь ???

STA – Stacked 
Triangular 

Antiferromagnetic

Фиксированная точка
Zumbach (1994).

В этой точке имеем
«ФП почти второго рода»

γ/ν=2-η → γ/ν=2-η+c



Универсальность (не классическая)!

1. Дипольный: 
Изинг - α=0; β=1/2; γ=1; Гейзенберг - α=-0.135; β=0.381; γ=1.372.

2. Полимерный - α=0.235; β=0.3025; γ=1.160 .

1. L-класс (одноосные СЭ –
α=1/4; β=1/4; γ=5/4 );

2. U-класс (одноосные дипольные системы –
α = 0; β=1/2; γ=1);

3. UL-класс (одноосные дип. Лифшицовские системы –
α=1/6; β=1/3; γ=7/6);

4. UTL-класс (одноосные дипольные трикритические
Лифшицевские системы –
α = 1/2; β=1/4; γ=1).



ФПФП вв смежныхсмежных областяхобластях

1. Фазовые переходы в «малых мирах»

Большой
мир !!

Ваттс и Строгац (1998), Милграм

Числа Бэкона и Пола Эрдеша примеры «малого мира»,
как подсистемы большого мира

h(l) – ср мин. число хорд необходимое, чтобы перейти из одной вершины в другую на
расстоянии l (средний кратчайший путь между двумя вершинами)

С – средняя доля соседних вершин, соединенных с заданной вершиной

h(l)~l h(l)~ln(l)



ФПФП вв смежныхсмежных областяхобластях

2. Фазовые переходы в безмаштабных системах
(самоорганизованная критичность)

Большой
мир !!

1. ФП в многих системах не зависят от конкретных свойств объектов (сети!!!);
2. Много явлений подчиняющихся степенным законам распределения (избирательность);
3. Динамика сетей!!!

α−SSN ~)(

Главное условие степенного закона распределения - избирательность

α−EEN ~)(

и т. д.



1. При изучении ФС вопрос о существовании нового кирального класса
универсальности на многих решетках, в частности, треугольных до сих
пор является дискуссионным;

2. Многие важные физические свойства ФС сильно зависят от геометрии
решетки (от степени фрустрации). Такая зависимость может привести к
сужению классов универсальности критического поведения, и этот вопрос
все еще недостаточно полно изучен;

3. Первые попытки исследования этих моделей предпринимались в то время, 
когда мощности вычислительных машин и используемые алгоритмы
метода МК не позволяли рассчитывать критические параметры с
необходимой степенью точности.

4. До сих пор остается дискуссионным вопрос о зависимости критических
индексов от изменения величины и знака межслойного обменного
взаимодействия и вторых ближайших соседей.

5. Какого рода ФП ???

ИнтересИнтерес кк этимэтим моделяммоделям обусловленобусловлен
следующимиследующими основнымиосновными причинамипричинами::



Критические индексы 3d модели Гейзенберга.

11. D. . D. LoisonLoison ,,A.I.SokolovA.I.Sokolov and et. JETP Letters 76, 337, (2000).and et. JETP Letters 76, 337, (2000).

Lmax α β γ ν η Ref.
36(N=6) -0.100 0.359 1.383 0.700 0.025 1

aa
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Поведение структуры рельефа
свободной энергии при
понижении температуры.

ТрудностьТрудность исследованияисследования::

проблемапроблема многочисленныхмногочисленных
локальныхлокальных минимумовминимумов
энергииэнергии

Это привело к тому, что ФП и КЯ в ФС исследуются методами ВФ.

Повышают эффективность:

1. Репличные алгоритмы, алгоритмы с плоским распредел.
2. Усреднение по начальным конфигурациям
3. Специальные методы анализа данных

БольшинствоБольшинство экспериментальныхэкспериментальных ии

теоретическихтеоретических методовметодов сталкиваютсясталкиваются

сс серьёзнымисерьёзными трудностямитрудностями..

МК ?



Киральность

133221123 SSSSSSC ×+×+×=

ЭлементарныйЭлементарный спиновыйспиновый треугольниктреугольник
вв антиферромагнетикахантиферромагнетиках сс
треугольнойтреугольной решеткойрешеткой..

ОбменнаяОбменная энергияэнергия длядля бб ии вв одинаковаодинакова, , 

ноно конфигурацииконфигурации различныразличны

КлассическоеКлассическое основноеосновное состояниесостояние –– 12012000 структураструктура..
ВВ основномосновном состояниисостоянии системасистема вырожденавырождена

CsMnBr3 – Антиферромагнетик на треугольной решетке, TN=8.3 К

RbFeCl3 , VX2 (X=Cl, Br, I), RbFe(MoO4)2



Магнитный
параметр порядка:

33 222
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подрешеток, соответственно.

[ ]∑ ×=
ij

pjipk SSm
33

2

∑=
p

pkk m
N

m 1
Киральный

параметр порядка:
P- нумерует треугольные

плакеты

Киральная
восприимчивость:

( )
( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥

<−
=

kk

kkk

k
TTmNK

TTmmNK

,

,)(

2

22

χ



( )222 )( UUNKC −= ( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

≥

<−
=

N

N

TTmNK

TTmmNK

,

,)(

2

22

χ

1. Классический алгоритм Метрополиса
2. Репличный обменный алгоритм

Для наблюдения за температурным ходом поведения
теплоемкости и восприимчивости использовались выражения:
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АнализАнализ данныхданных нана основеоснове теориитеории ((КРСКРС))
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ДляДля определенияопределения киральныхкиральных
критическихкритических параметровпараметров
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Анализ данных на основе теории конечно-
размерного скейлинга с учетом поправки ω .

где b1, b2, b3, b4, b5, b6 – амплитуды коррекции к скейлингу,  
ω -индекс коррекции к конечно-размерному скейлингу. ω =0.78.



МодельМодель ИзингаИзинга сс
конкурирующимиконкурирующими

взаимодействиямивзаимодействиями
нана квадратнойквадратной решеткерешетке
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ФрустрацииФрустрации существуютсуществуют толькотолько: : 
JJ11 + + JJ22 = = 22JJ33 + + 22JJ44

((припри JJ11 <<0,0, JJ22 <<0,0, JJ33 <<0, 0, JJ44 <<00)), , 

илиили JJ11 + + JJ22 = = --22JJ33 -- 22JJ44
((припри JJ11 >>0,0, JJ22 >>0,0, JJ33 <<0, 0, JJ44 <<00).).

Гамильтониан

В нашем случае: JJ11 = = JJ22 ии JJ33 == JJ44



L× L = N,  L = 20÷150 – размеры систем
0.1 ≤ r < 1  – отношения r = = JJ22 /JJ11
τ0= 4×105 МК-шагов/спин - неравновесный участок
τ = 100τ0 МК-шагов/спин - усреднение вдоль цепи (Ns=300)

Условия эксперимента

где m1, m2, m3, m4 – параметры порядка по подрешеткам
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Фазовая диаграмма
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r = 0.3 Мы видим ФП
второго рода!!!

Обнаружено, что в интервале
r [0.0, 0.4] система проявляет
универсальное критическое
поведение, а в интервале
значений r [0.7, 1.0] –
неуниверсальное.



r TN ν α β γ η α+2β+γ=2

1.0 2.081(1) 0.830(1) 0.35(1) 0.09(1) 1.45(1) 0.25(1) 1.98

0.95 1.955 0.82 0.36 0.09 1.44 0.24 1.98

0.9 1.829 0.80 0.41 0.09 1.43 0.22 2.02

0.8 1.567 0.78 0.46 0.10 1.37 0.24 2.03

0.7 1.289 0.74 0.51 0.10 1.28 0.26 1.99

0.4 0.873 1.01 0.01 0.11 1.75 0.25 1.98

0.3 1.258 0.99 0.01 0.12 1.76 0.23 2.01

0.2 1.612 0.99 0.01 0.11 1.76 0.23 1.99

0.1 1.952 1.01 0.01 0.12 1.76 0.26 2.01

0.0 2.268 1 0.01 0.13 1.75 0.25 2.02

Onsager 2.262 1 0 0.125 1.75 - 2

Значения критических индексов Physica B: Condensed Matter (2015г)



L=150



A. R. Anjos, J. R. Viana, J. R. Sousa,  Physics Letters A 372, 1180 (2008).

r < 0.5 и r ≥ 0.948 – ФП-20.5 < r < 0.948 – ФП-1

0.1 ≤ r ≤ 1 – ФП-2 

У нас

L=80



Выводы:
1. С использованием репличного алгоритма метода

Монте-Карло Исследована 2d модель Изинга на квадратной
решетке с взаимодействиями вторых ближайших соседей.

2. Подтверждено, что при значении r=0.5 в системе
наблюдается фрустрированное состояние.

3. Показано, что для всех значений из интервала 0.1 ≤ r < 1
(кроме r=0.5) наблюдается фазовый переход второго рода.

4.  Обнаружено, что в интервале r [0.0, 0.4] система проявляет
универсальное критическое поведение, а в интервале
значений r [0.7, 1.0] – неуниверсальное.
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где Si = ± 1 – изинговский спин. Первый член в формуле (1) характеризует АФ взаимодействие
(J1 < 0). Второй - АФ взаимодействие следующих ближайших соседей (J2 < 0). Рассматривается
случай, когда r=J2/J1=1.

Магнитная структура основного состояния для соседних слоев.

2. СЛОИСТАЯ МОДЕЛЬ ИЗИНГА НА КУБИЧЕСКОЙ РЕШЕТКЕ С УЧЕТОМ
ВНУТРИСЛОЙНЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ ВТОРЫХ БЛИЖАЙШИХ СОСЕДЕЙ.



Гистограмма распределения энергии для L=16.

Гистограмма распределения энергии для L=60 и L=90.

Зависимость кумулянта Биндера UL
от температуры kBT/|J|.

Зависимость параметра Vi от
размеров системы L при T=TN.



Критический
параметр

Наши данные
(*) [1] [2] модель Изинга

[3]
α 0.330(5) 0.33(5) 0.32(2) 0.108(9)
β 0.245(5) - 0.25(2) 0.3265(25)
γ 1.190(5) - - 1.239(4)
ν 0.549(5) 0.55(2) 0.56(2) 0.6305(25)
η -0.16(5) -0.28(6) -0.10(2) 0.037(3)
TN 4.1730(3) 1.355(2) 1.347(1) 4.5111(3)

Зависимость параметра порядка m восприимчивости χ от линейных размеров системы L при T=TN.

1. H. T. Diep, P. Lallemand, and O. Nagai, J. Phys. C: Solid State Phys., 18, 1067 (1985).
2. L. W. Bernardi, at. al. J. Phys. A: Mathematical and General, 32, 1787 (1999).
3. J. C. Le Guillou and J. Zinn-Justin, Phys. Rev. B 21, 3976 (1980).

(*) Муртазаев А.К.  Письма в ЖЭТФ, 101, с. 793, (2015)

ФП 2 
рода!!!

???
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где Si,j,l=±1 – изинговский спин. Первый член учитывает взаимодействие
ближайших соседей J1>0, а второй – вторых ближайших соседей J2>0. k=J2/J1

Зависимость теплоемкости C/kB от
температуры kBT/|J| для разных k.

Зависимость восприимчивости χ от
температуры kBT/|J| для разных k.

3. МОДЕЛЬ ИЗИНГА НА ОБЪЕМО-ЦЕНТРИРОВАННОЙ КУБИЧЕСКОЙ
РЕШЕТКЕ С ВЗАИМОДЕЙСТВИЯМИ ВТОРЫХ БЛИЖАЙШИХ СОСЕДЕЙ



Распределения энергии для случая k=0.8.

Зависимость критической температуры
от величины взаимодействия вторых соседей.

Распределение энергии для случая k=0.0.

Муртазаев А.К…. ЖЭТФ, 147, с. 127, (2015)

Показано, что во всем интервале 0.0≤k≤1.0 
наблюдается фазовый переход второго рода.

I – АФ фаза, 
II – парамагнитная фаза, 
III – АФ фаза 2-го типа [1,2].

1. J.R. Banavar, at.al.  Phys. Rev. B 20, 3820 (1979).
2. M.J. Velgakis and M. Ferer. Phys. Rev. B 27, 401 (1983).



Выводы самые общие:

1. 1. ФрустрацииФрустрации естьесть почтипочти всегдавсегда ии вездевезде!!!!!!

2. 2. ПочтиПочти всегдавсегда ии вездевезде ихих нене видновидно!!!!!!



Michael Faraday
(1791-1867)

Фрустрации
везде !!!

1791 1867

Все
в фрустрации!

(Акай)




